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Latihan 4 D


BAB 4   Lingkaran
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Lingkaran


4.1. Persamaan Lingkaran Bentuk Baku.

Lingkaran  adalah tempat kedudukan titik-titik pada bidang yang berjarak tetap dari suatu titik tetap. Titik tetap dari lingkaran disebut pusat lingkaran, dan jarak tetap dari lingkaran disebut jari-jari (radius). Jadi suatu lingkaran ditentukan oleh dua parameter yaitu titik pusat dan jari-jari lingkaran.

Misalnya kita perhatikan lingkaran yang berpusat di C(h, k) dan dengan jari-jari r (lihat gambar 4.1). Jika P(x, y) adalah sembarang titik pada lingkaran, maka jarak dari titik pusat C(h, k) ke titik P(x, y) adalah r, akibatnya


(x – h)2 + (y – k)2 = r2
(1)


Y

P(x, y)


C(h, k)



O
X

Gambar 4.1:

Persamaan (1) di atas disebut persamaan lingkaran bentuk baku dari suatu lingkaran yang diketahui letak titik pusat dan jari-jarinya. Koordinat sembarang titik pada lingkaran akan memenuhi persamaan (1), sedangkan koordinat titik-titik di luar lingkaran tidak akan memenuhi persamaan tersebut.

Secara khusus, jika pusat lingkaran adalah titik asal maka persamaan lingkaran yang berjari-jari r adalah


x2 + y2 = r2.
(2)

Contoh :

Tentukan Persamaan lingkaran yang berpusat di (3, – 2) dan jari-jari 6.

Jawab:

Dengan persamaan (1) diperoleh persamaan lingkaran yang dicari yaitu


(x – 3)2 + (y – (–2))2 
= 62,

( 
(x – 3)2 + (y + 2)2 
= 36.

Persamaan di atas dapat juga dijabarkan dalam bentuk 

x2 + y2 – 6x + 4y – 23 = 0

4.2. Persamaan Lingkaran Bentuk Umum

Meskipun bentuk (1) mudah digunakan untuk melihat pusat dan jari-jari suatu lingkaran, tetapi ada bentuk persamaan lain yang sering digunakan untuk menyatakan sebuah lingkaran yang dinyatakan dalam teorema berikut.

Jika persamaan (1) dijabarkan akan diperoleh bentuk


x2 – 2hx + h2 + y2 – 2ky + k2
= r2,


x2 + y2 – 2hx – 2ky + (h2 + k2 – r2)
= 0.

Ini merupakan bentuk dari  


x2 + y2 + Ax + By + C
= 0.
(3)

di mana 


A = –2h, B = –2k , C = h2 + k2 – r2
(4)

Persamaan (3) disebut persamaan lingkaran bentuk umum. Bentuk ini lebih bermanfaat untuk suatu keperluan dari pada bentuk (1). 

Mudah menjabarkan persamaan lingkaran bentuk baku ke bentuk umum. Sebaliknya jika diketahui suatu lingkaran yang berbentuk umum maka juga dapat diturunkan menjadi bentuk baku. Tetapi tidak semua persamaan yang berbentuk x2 + y2 + Ax + By + C = 0 akan merepresentasikan suatu lingkaran.

Untuk mengetahui karakteristik persamaan (3) secara umum, kita ubah persamaan tersebut dalam bentuk baku persamaan lingkaran. Jika diketahui persamaan x2 + y2 + Ax + By + C = 0, maka 

(
x2 + Ax + y2 + By 
= –C
( 
x2 + Ax + (½A)2 + y2 + By +(½B)2 
= (½A)2 +(½B)2  ​– C
(
(x + ½A)2 + (y + ½B)2
= ¼(A2 + B2 – 4C)
(5)

· Jika ¼(A2 + B2 – 4C) > 0 maka merepresentasikan (3) adalah sebuah lingkaran dengan pusat (–½A, –½B) dan berjari-jari 
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· Jika ¼(A2 + B2 – 4C) = 0 maka (3) merepresentasikan sebuah lingkaran yang berpusat di titik (–½A, –½B) dan jari-jarinya nol. Pada kasus ini (3) menyatakan lingkaran titik dengan kata lain suatu lingkaran yang hanya terdiri dari satu titik yaitu titik pusat itu sendiri.

· Jika ¼(A2 + B2 – 4C) < 0 maka (3) tidak memberikan kurva real. Dalam hal ini (3) dikatakan mempresentasikan sebuah lingkaran imajiner.

Jadi setiap persamaan yang berbentuk x2 + y2 + Ax + By + C = 0 merepresentasikan sebuah lingkaran, sebuah titik atau lingkaran titik, atau lingkaran imajiner.

Contoh 1:

Tentukan bentuk umum lingkaran yang berpusat di (4, –6) dan berjari-jari 5.

Jawab:

Menurut (1) bentuk baku dari lingkaran yang berpusat di (4, –6) dan berjari-jari 5 adalah 

​
(x – 4)2 + (y – (–6))2
= 52
( 
x2 – 8x + 16 + y2 + 12y + 36
= 25

( 
x2 + y2 – 8x + 12y + 27
= 0

Jadi bentuk umum lingkaran yang berpusat di (4, –6) dan berjari-jari 5 adalah
 x2 + y2 – 8x + 12y + 27 = 0

Contoh 2:

Nyatakan dalam bentuk baku dari x2 + y2 – 8x + 12y + 27 = 0 dan tentukan persamaan merepresentasikan apa.

Jawab:

Menurut persamaan (3) diperoleh A = –8, B = 12, C = 27, sehingga dengan persamaan (5) diperoleh bentuk baku


(x + ½A)2 + (y + ½B)2
= ¼(A2 + B2 – 4C)


(x + ½((–8))2 + (y + ½(12)2
= ¼([(–8)2 + (12)2] – 4(27

(
(x – 4)2 + (y + 6)2
= 25
Dalm hal ini persamaan di atas merepresentasikan sebuah lingkaran yang berpusat di (4, –6) dan berjari-jari 5

Contoh 3:

Nyatakan dalam bentuk baku dari x2 + y2 + 4x – 6y + 13 = 0 dan tentukan persamaan merepresentasikan apa.

Jawab:

Dengan persamaan (3) diperoleh A = 4, B = –6, C = 13, sehingga dengan persamaan (5) diperoleh bentuk baku


(x + ½A)2 + (y + ½B)2
= ¼[A2 + B2 – 4C]


(x + ½(4)2 + (y + ½((–6))2
= ¼([42 + (–6)2 – 4(13]


(x + 2)2 + (y – 3)2
= 0
Karena dua ekspresi di ruas kiri di persamaan terakhir tidak dapat negatif, maka jumlahnya adalah nol hanya jika kedua ekspresi bernilai nol. Hal ini hanya mungkin untuk x = –2 dan y = 3. Jadi hanya titik (–2, 3) dalam bidang yang memenuhi persamaan asal atau dengan kata lain persamaan itu menyatakan sebuah persamaan lingkaran titik. 

Contoh 4:

Nyatakan dalam bentuk baku dari x2 + y2 + 2x + 8y + 19 = 0 dan tentukan persamaan merepresentasikan apa.

Jawab:

Dengan persamaan (3) diperoleh A = 2, B = 8, C = 19, sehingga dengan persamaan (5) diperoleh bentuk baku


(x + ½A)2 + (y + ½B)2
= ¼[A2 + B2 – 4(C]


(x + ½(2)2 + (y + ½(8)2
= ¼([22 + 82 – 4(19]


(x + 1)2 + (y + 4)2
= –2
Karena dua ekspresi di ruas kiri di persamaan terakhir tidak dapat negatif, maka jumlahnya tidak mungkin negatif, sehingga tidak ada titik di bidang yang memenuhi persamaan itu. Jadi ini merupakan persamaan lingkaran imajiner.

Latihan 4 A

Dalam soal 1 – 16 tulislah persamaan lingkaran dalam bentuk baku dan bentuk umum. Sketsa grafiknya.

1. Pusat (1, 3); jari-jari = 5.
2. Pusat (​–2, 1); jari-jari = 2.

3. Pusat (3, –2); jari-jari = 3.
4. Pusat (0, 0); jari-jari = ½.

5. Pusat (½, –3/2); jari-jari = 2.
6. Pusat (– ¼, 3/4); jari-jari = ¼.

7. Pusat (5, 5); jari-jari = 5(2.
8. Pusat ((2, (3); jari-jari = (5.

9. Pusat (a, 0); jari-jari = a.
10. Pusat (0, b); jari-jari = b.

11. Pusat (a, b); jari-jari = 
[image: image2.wmf]2

2

b

a

+

.
12. Pusat (a, a); jari-jari = a.

13. Pusat (5, 1); melalui (2, –3)
14. Pusat (2, –4); melalui (5, 1)

15. Titik (2, –3) dan (–2, 0) sebagai titik ujung diameter.

16. Titik (4, –1) dan (8, 3) sebagai titik ujung diameter.

17. Tentukan persamaan lingkaran yang berpusat di (4, 2) dan menyinggung

(a) sumbu-x,
(b) sumbu-y,
(c) garis 2x + 3y = 6

18. Tentukan persamaan lingkaran yang berpusat di (–4, –2) dan menyinggung

(a) garis 3x – 4y – 10 = 0,
(b) garis 5x + 12y – 10 = 0

Pada soal 19 – 30, nyatakan dalam bentuk baku, tentukan pusat dan jari-jarinya, dan buat sketsa grafiknya jika ada.

19. x2 + y2 – 2x – 4y + 1 = 0


20. x2 + y2 – 4x + 10y + 20 = 0

21. x2 + y2 + 2x – 6y + 10 = 0


22. x2 + y2 – 4y = 0

23. 4x2 + 4y2 – 4x – 12y + 1 = 0


24. 9x2 + 9y2 – 6x + 12y – 4 = 0

25. 2x2 + 2y2 – 2x + 6y + 5 = 0

26. 9x2 + 9y2 + 12x + 24y – 16 = 0

27. 9x2 + 9y2 – 6x – 18y + 11 = 0


28. 36x2 + 36y2 – 36x – 24y – 59 = 0

29. 16x2 + 16y2 – 16x – 8y + 21 = 0


30. 8x2 + 8y2 + 12x – 8y – 27 = 0

Pada soal 31 ​– 34 tentukan titik potong antara dua kurva yang persamaannya diberikan di bawah ini dan gambar grafiknya.
31. x2 + y2 – x – 3y – 6 = 0 dan 4x – y – 9 = 0

32. x2 + y2 + 6x – 12y + 5 = 0 dan 2x + 3y + 6 = 0

33. x2 + y2 – 6x + 2y – 15 = 0 dan x2 + y2 + 6x – 22y + 45 = 0

34. x2 + y2 + x + 12y + 8 = 0 dan 2x2 + 2y2 – 4x + 9y + 4 = 0

35. Diketahui titik A(1, 2) dan B(4, –2). Tentukan persamaan (tempat kedudukan) titik-titik P(x, y) pada bidang sedemikian hingga AP tegak lurus BP. Membentuk persamaan apa yang memenuhi titik P ?.

36. Tentukan semua titik pada bidang yang jaraknya dari (–1, 2) adalah dua kali jarak terhadap (2, 4).

37. Tunjukkan bahwa tempat kedudukan titik-titik yang jumlah kuadrat jaraknya terhadap dua titik tetap adalah konstan merupakan suatu lingkaran.

38. Tunjukkan bahwa tempat kedudukan titik-titik yang perbandingan jaraknya terhadap dua titik tetap adalah konstanta positif yang tidak sama dengan satu adalah suatu lingkaran.

39. Tentukan tempat kedudukan titik-titik yang perbandingan jaraknya terhadap titik A(2, –1) dan B(–4, 2) adalah 2 : 3.

40. Diketahui sebuah titik A(a, 0), dan sebuah titik B(0, yb). Dari titik B dibuat garis yang tegak lurus dengan AB dan memotong sumbu-x di C. Tentukan tempat kedudukan titik D yang terletak pada perpanjangan CB dan BC = BD jika B bergerak sepanjang sumbu-y. 

4.3. Lingkaran yang ditentukan oleh Tiga Syarat

Perhatikan bahwa pada persamaan lingkaran baik yang berbentuk baku maupun yang berbentuk umum yaitu 


(x – h)2 + (y – k)2 = r2,
(1)

atau 
x2 + y2 + ax + by + c = 0
(2)

memuat tiga konstanta sembarang. Akibatnya adalah memungkinkan untuk menentukan tiga syarat pada lingkaran. Sebagai contoh, dapat ditentukan persamaan lingkaran yang melalui tiga titik yang diberikan, atau apabila titik pusatnya diberikan secara khusus harus berada pada titik tertentu dan lingkaran melalui satu titik yang lain. Contoh yang kedua tampaknya hanya ditentukan oleh dua syarat, tetapi pemberian informasi tentang titik pusat sesungguhnya memuat dua syarat, karena berisi tentang absis dan ordinat dari titik pusat, dan dengan melalui titik yang lain akan memberikan syarat ketiga.

Untuk menurunkan persamaan lingkaran yang memenuhi tiga syarat, dimisalkan persamaan yang diminta berbentuk baku atau umum. Kadang-kadang bentuk satu lebih menguntungkan dari pada yang lain bergantung pada konteks permasalahan. Kemudian tentukan tiga persamaan yang memuat tiga konstanta h, k, r atau a, b, c. Selesaikan ketiga persamaan dan substitusikan ke persamaan yang dimisalkan.

Contoh 1:

Tentukan persamaan lingkaran yang melalui titik-titik A(2, 7), B(–5, 6), C(3, 0).

Jawab:

Misalkan persamaan yang diminta adalah 

x2 + y2 + ax + by + c = 0

Karena A, B, C berada pada lingkaran maka kordinat mereka harus memenuhi persamaan lingkaran. Substitusi ketiga syarat akam memberikan :


22 + 72 + 2a + 7b + c = 0


(–5)2 + 62 + (–5)a + 6b + c = 0


32 + 02 + 3a + 0b + c = 0

Ketiga persamaan di atas dapat dituliskan sebagai:


2a + 7b + c 
= –53,


–5a + 6b + c 
= –61,


3a + c 
= –9.

Dengan menyelesaikan sistem persamaan simultan di atas diperoleh penyelesaian a = 2, b = –6, c = –15. Jika nilai-nilai ini dimasukkan ke persamaan asal akan diperoleh persamaan lingkaran yang dicari yaitu


x2 + y2 + 2x ​– 6y – 15 = 0
(3)

Dapat diverifikasi kembali bahwa koordinat titik-titik A, B, C memenuhi persamaan (3), sehingga lingkaran yang dinyatakan dengan persamaan (3) memuat ketiga titik tersebut.

Contoh 2:

Tentukan persamaan lingkaran yang menyinggung sumbu-x, mempunyai pusat pada garis x + y = 7, dan melalui titik (5, 4).

Jawab:

Andaikan lingkaran yang dicari berpusat di (h, k) dan berjari-jari r dan oleh karena itu persamaan lingkaran berbentuk


(x – h)2 + (y – k)2 = r2.
(1)

Oleh karena diketahui lingkaran menyinggung sumbu-x maka 


r = k.
(2)

Karena titik pusat lingkaran (h, k) berada pada garis x + y = 7, maka koordinat titik itu harus memenuhi persamaan garis sehingga:


h + k = 7
(3)

Terakhir diketahui pula lingkaran memuat titik (5, 4), sehingga diperoleh persamaan:


(5 – h)2 + (4 – k)2 = r2.
(4)

Persamaan (3) akan ekuivalen dengan 


h = 7 – k
(5)

Jika (2) dan (5) disubstitusikan ke (4) akan diperoleh:


(5 – (7 – k))2 + (4 – k)2
= k2

( 
k2 – 12k + 20
= 0 

( 
k = 2 atau k = 10

Jika k = 2 maka h = 5 dan r = 2.

Jika k = 10 maka h = –3 dan r = 10.

Dalam hal ini penyelesaian persamaan simultan (2), (3), dan (4) adalah 

h = 5, k = 2, r = 2 atau h = –3, k = 10, r = 10.

Jadi ada dua lingkaran yang memenuhi syarat-syarat yang diberikan yaitu:

(x – 5)2 + (y – 2)2 = 4 atau x2 + y2 – 10x – 4y – 25 = 0, dan

(x + 3)2 + (y – 10)2 = 100 atau x2 + y2 + 6x – 20y – 9 = 0.

Grafik kedua lingkaran ditunjukkan dalam gambar 4.2 berikut.

Gambar 4.2:

Latihan 4 B

Pada soal 1 – 12 tentukan persamaan lingkaran yang melalui titik-titik di bawah ini dan lukis grafiknya.

1. (6, 0), (0, 4),(0, 0).
2. (4, 0), (0, –2), (4, –2).

3. (2, 5), (9, 6), (3, –2).
4. (5, 12), (13, 0), (–12, 5).

5. (6, 0), (–1, 7), (–11, –7).
6. (1, –2), (3, 0), (–6, 0).

7. (3, 4), (–11, 6), (1, –10).
8. (3, 2), (–1, 2), (1, 1).

9. (10, 2), (5, 4), (–5, 8).
10. (17, 19), (–14, 2), (–10, 10).

11. (1, 3), (2, –2), (5, 1).
12. (1, 7), (–2, 8), (2, 6).

Tentukan persamaan lingkaran dalam segitiga yang titik-titik sudutnya mempunyai koordinat:

13. (10, 9), (–4, 11), (–6, –3).
14. (1, 7), (–2, 8), (18, 12).

15.
Tentukan persamaan lingkaran yang dibatasi oleh segitiga yang sisi-sisinya diberikan oleh persamaan

x + 7y – 30 = 0, 
7x – y – 10 = 0, 
4x + 3y + 5 = 0
Tentukan persamaan lingkaran dengan syarat-syarat yang diberikan berikut ini:

16.
Melalui titik (–1, 3) dan (7, –1), dan pusatnya berada pada garis 2x + y – 11 = 0.

17.
Menyinggung garis 3x – 4y + 10 = 0 di titik (2, 4) dan pusatnya berada pada garis 2x – 5y – 10 = 0.

18.
Meyinggung kedua sumbu koordinat dan melalui (2, –1).

19.
Pusatnya berimpit dengan pusat lingkaran x2 + y2 – 10x + 4y – 20 = 0 dan menyinggung garis x + 2y + 9 = 0.

20. Menyinggung garis 3x – 4y – 24 = 0 di titik (4, –3) dan mempunyai jari-jari 5.

21. Menyinggung kedua sumbu dan pusatnya berada pada garis x – 3y – 8 = 0.

22. Menyinggung lingkaran x2 + y2 + 4x + 2y – 20 = 0, dan pusatnya di (6, 5).

23. Melalui segitiga yang sisi-sisinya diberikan oleh persamaan garis


3x + 4y – 17 = 0,
4x – 3y + 19 = 0,
y + 7 = 0

24.
Menyinggung garis 3x – 4y + 5 = 0 dan 4x + 3y – 10 = 0 dan melalui titik (2, 4).

25. Titik-titik sudut segitiga diberikan oleh A(5, 10), B(7, 4), C(–9, –4). Garis berat (tengah) AD, BE, dan CF berpotongan di titik G. Garis tinggi AK, BL, dan CM berpotongan di H. Titik tengah AH, BH, dan CH berturut-turut R, S, dan T. 

Tunjukkan bahwa sembilan titik D, E, F, K, L, M, R, S, dan T berada pada lingkaran yang berpusat di garis yang menghubungkan titik G dan H dan membagi G dan H dengan rasio 1 : 3. (Lingkaran ini disebut lingkaran sembilan titik dari segitiga ABC.)

4.4. Kuasa Lingkaran

4.4.1. Kuasa Titik terhadap Lingkaran

Jika diketahui sebuah titik P dan lingkaran L yang berpusat di M dan sembarang garis yang melalui P dan memotong lingkaran di A dan B maka yang dimaksud dengan kuasa titik P terhadap lingkaran L adalah perkalian panjang PA dengan panjang PB.


Gambar 4.3

Perhatikan gambar 4.3. Menurut definisi maka kuasa titik P ditulis K(P) atau KP adalah 


KP = PA(PB
(1)

Misalkan C adalah titik singgung garis yang melalui P. Perhatikan segitiga PBC dan segitiga PCA. Terlihat bahwa :


( BPC = ( CPA
(2)

dan 
( PAC = ( PCB = ½ ( AMC
(3)

Oleh karena dua segitiga PAC dan PCB mempunyai dua pasang sudut yang berukuran sama, maka kedua segitiga tersebut adalah sebangun. Akibatnya terdapat hubungan perbandingan:
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atau 
PA(PB = PC2
(4)

Jika (4) disubstitusikan ke (1) maka diperoleh


KP = PC2
(5)

Perhatikan bahwa PC merupakan panjang garis singgung dari titik P ke titik singgung di lingkaran. Jadi kuasa titik P terhadap lingkaran L sebenarnya adalah kuadrat panjang garis singgung lingkaran dari titik P ke titik singgungnya.

Selanjutnya perhatikan bahwa segitiga PCM adalah siku-siku di C, karena PC adalah garis singgung. Menurut dalil Pythagoras terdapat hubungan 


PM2 = PC2 + CM2 atau PC2 = PM2 – CM2
(6)

Apabila koordinat titik P adalah (x1, y1) dan lingkaran L mempunyai persamaan yang berbentuk (x – h)2 + (y – k)2 = r2, maka 


PM2 = (x1 – h)2 + (y1 – k)2 dan CM2 = r2
(7) 

sebab CM merupakan jari-jari lingkaran.

Jika persamaan (7) disubstitusikan ke (6) dan (5) diperoleh kuasa titik P terhadap lingkaran L adalah 


KP = (x1 – h)2 + (y – k)2 ​– r2
(8).

Jika persamaan lingkaran L berbentuk umum x2 + y2 + ax + by + c = 0, maka kuasa titik P(x1, y1) terhadap lingkaran L adalah


KP = x12 + y12 + ax1 + by1 + c
(9)

Catatan :

a. Jika titik P berada di luar lingkaran L, maka kuasa titik P terhadap lingkaran tersebut adalah positif. Hal ini jelas karena panjang garis singgung dari titik P ke titik singgungnya adalah bilangan positif.

b. Jika titik P berada pada lingkaran maka kuasa titik P terhadap lingkaran itu adalah nol.

c. Jika titik P berada di dalam lingkaran maka kuasa titik P terhadap lingkaran adalah negatif. sehingga memperoleh panjang garis singgungnya inajiner. Hal ini sesuai dengan kenyataan geometrik bahwa garis singgung suatu lingkaran tidak bisa dikonstruksi dari sebuah titik di dalam lingkaran.

4.4.2. Garis Kuasa

Tempat kedudukan titik-titik yang mempunyai kuasa sama terhadap dua lingkaran berupa garis lurus dan disebut garis kuasa.

Jika diberikan dua lingkaran L1 dan L2 maka garis kuasa dapat dicari.  Misalkan kita akan menentukan persamaan garis kuasa lingkaran L1 ( x2 + y2 + a1x + b1y + c1 dan lingkaran L2​ ( x2 + y2 + a2x + b2y + c2 dan misalkan P(xP, yP) adalah titik yang mempunyai kuasa sama terhadap L1 dan L2.

Menurut (9) maka kuasa titik P terhadap lingkaran L1 adalah 

KP = xP2 + yP2 + a1xP + b1yP + c1
dan kuasa titik P terhadap lingkaran L1 adalah 

KP = xP2 + yP2 + a2xP + b2yP + c2
Kuasa titik P terhadap kedua lingkaran adalah sama sehingga:


xP2 + yP2 + a1xP + b1yP + c1
= xP2 + yP2 + a2xP + b2yP + c2
( 
(a1 – a2)xP + (b1 – b2)yP + (c1 – c2)
= 0

Jika titik P dijalankan maka diperoleh tempat kedudukan titik-titik yang mempunyai kuasa sama terhadap lingkaran L1 dan L2 yaitu 


(a1 – a2)x + (b1 – b2)y + (c1 – c2) = 0
(10)

Secara simbolis persamaan garis kuasa lingkaran L1 = 0 dan L2 = 0 dituliskan sebagai :


L1 – L2 = 0
(11)

Contoh :

Tentukan titik pada sumbu-x yang mempunyai kuasa sama terhadap lingkaran L1 ( (x – 1)2 + (y – 4)2 = 16 dan L2 = x2 + y2 + 2x – 6y – 15 = 0, dan tentukan kuasa titik tersebut terhadap kedua lingkaran.

Jawab:
Menurut (11) maka persamaan garis kuasa kedua lingkaran adalah L1 – L2 = 0. Jadi persamaan garis kuasanya adalah :


(x – 1)2 + (y – 4)2 –16 – (x2 + y2 + 2x – 6y – 15) = 0

( 
–4x – 2y + 16 = 0

( 
2x + y – 8 = 0

Semua titik yang berada pada garis ini mempunyai kuasa sama terhadap kedua lingkaran L1 dan L2 di atas. Sedangkan titik yang ditanyakan adalah berada pada sumbu-x, yaitu titik potong sumbu-x dengan garis kuasa. Jadi ordinat titik yang dicari adalah y = 0. Substitusi ke garis kuasa diperoleh absis titik yang dicari yaitu

2x + 0 – 8 = 0, atau x = 4.

Jadi koordinat titik yang dicari adalah P(–4, 0) dan kuasa titik P terhadap kedua lingkaran adalah

KP = (4 – 1)2 + (0 – 4)2 – 16 = 9
4.4.3. Titik Kuasa

Misalkan L1, L2, L3 adalah tiga lingkaran yang pusat-pusatnya tidak berada pada satu garis lurus (konsentris). Ketiga lingkaran tersebut mempunyai tiga garis kuasa yang saling berpotongan di satu titik. Titik potong ketiga garis ini disebut titik kuasa.

Jika ketiga lingkaran adalah konsentris maka garis-garis kuasanya sejajar, dan ini berarti titik kuasa ketiga lingkaran berada di titik tak hingga.

Contoh:

Tentukan titik kuasa lingkaran L1 ( x2 + y2 + 3x + 5y – 7 = 0; L2 ( x2 + y2 – 2x + 4y ​– 6 = 0; dan L3 ( x2 + y2 + 4x – 2y – 2 = 0.

Jawab:

Garis kuasa lingkaran L1 dan L2 adalah L1 – L2 = 0 yaitu 


5x + y – 1 = 0
(1)

Garis kuasa lingkaran L1 dan L3 adalah L1 – L3 = 0 yaitu 


x – 7y + 5 = 0
(2)

Dari persamaan simultan (1) dan (2) menghasilkan penyelesaian x = 1/18 dan y = 13/18. Dengan demikian koordinat titik kuasa ketiga lingkaran tersebut adalah (1/18, 13/18).

4.5. Keluarga Lingkaran

Seperti diperlihatkan pada seksi 3.10, bahwa jika sebuah persamaan linier memuat satu konstanta sembarang, atau parameter, maka persamaan itu menyatakan sebuah himpunan semua garis pada bidang. Situasi yang sama juga ada untuk lingkaran. Persamaan lingkaran yang memuat parameter disebut keluarga lingkaran.

Misalkan persamaan 

(x – 2)2 + (y – 3)2 = r2
akan menyatakan keluarga lingkaran yang berpusat di (2, 3) (lihat gambar 4.4). 


Gambar 4.4

Dengan memberikan nilai tertentu untuk r maka akan menunjuk pada lingkaran tertentu secara unik. 
Persamaan dalam bentuk 

(x – h)2 + (y ( h)2 = h2
akan menyatakan keluarga lingkaran yang meyinggung kedua sumbu koordinat (perhatikan gambar 4.5).

Gambar 4.5

Juga sangat memungkinkan mempunyai keluarga lingkaran yang mempunyai dua parameter. Sebagai contoh, persamaan 

(x – h)2 + (y – 2h)2 = r2
menyatakan keluarga lingkaran yang mempunyai pusat pada garis y = 2x, tetapi dengan jari-jari sebagai variabel.

4.6. Berkas Lingkaran

Pandang dua lingkaran L1 dan L2 yang berpotongan (baik real maupun imajiner) dengan persamaan sebagai berikut:

L1 ( x2 + y2 + a1x + b1y + c1 = 0 dan 

L2 ( x2 + y2 + a2x + b2y ​+ c2 = 0; 

Pandang pula persamaan yang berbentuk:


L1 + kL2 ( x2 + y2 + a1x + b1y + c1 ​+ k(x2 + y2 + a2x + b2y + c2) = 0
(1)




Untuk sembarang nilai k ( –1 maka persamaan L1 + kL2 = 0 menyatakan lingkaran yang melalui titik potong kedua lingkaran L1 dan L2. Ini mudah dipahami bahwa (1) adalah suatu lingkaran dengan menyusun kembali persamaan (1) dalam bentuk:


x2 + y2 + 
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yang mana menurut seksi 4.2 persamaan di atas merupakan sebuah lingkaran. Koordinat titik potong kedua lingkaran L1 dan L2 juga memenuhi lingkaran dengan persamaan L1 + kL2 = 0, sebab titik potong itu memenuhi persamaan L1 dan L2.

Sedangkan untuk k = –1, maka L1 – L2 = 0 merupakan garis kuasa kedua lingkaran yang juga dapat dianggap sebagai lingkaran dengan pusat pada garis hubung titik pusat kedua lingkaran dan terletak di tak hingga, sehingga busurnya berupa garis lurus.

Jika diberikan semua nilai parameter k yang mungkin maka himpunan semua lingkaran yang berbentuk L1 + kL2 = 0 disebut berkas lingkaran dengan L1 dan L2 sebagai lingkaran dasar/basis.

Sifat istimewa yang dimiliki anggota berkas lingkaran adalah bahwa semua anggota berkas lingkaran mempunyai sebuah garis kuasa berserikat dan pusatnya adalah berada pada garis lurus yang menghubungkan kedua titik pusat lingkaran dasarnya.

Contoh:

Tentukan persamaan lingkaran yang melalui titik potong lingkaran 

L1 ( x2 + y2 + 4x – 6y – 96 = 0 dan L2 ( x2 + y2 – 18x – 8y + 48 = 0,

dan melalui titik asal.

Jawab:

Lingkaran yang dicari merupakan salah satu anggota berkas lingkaran dengan basis L1 dan L2, yaitu 

(x2 + y2 + 4x – 6y – 96) + k(x2 + y2 – 18x – 8y + 48) = 0.

Karena lingkaran juga melalui titik asal O(0, 0) maka substitusikan x = 0 dan y = 0 pada persamaan di atas diperoleh

–96 + 48k = 0, atau k = 2

Substitusikan nilai k pada berkas lingkaran diperoleh persamaan lingkaran yang dicari yaitu :

3x2 + 3y2 – 32x – 22y = 0

Latihan 4 C

1. Tentukan persamaan keluarga lingkaran dengan sifat

(a) Berjari-jari 3 dan pusatnya berada di sumbu-x.

(b) Berjari-jari 4 dan pusatnya berada di sumbu-y.

(c) Menyinggung sumbu-y di titik asal.

(d) Menyinggung sumbu-x di titik asal.

2. Tentukan persamaan keluarga lingkaran yang berpusat pada garis x – y – 5 = 0 dan

(a) melalui titik asal.

(b) menyinggung sumbu-y.

3. Tentukan persamaan keluarga lingkaran yang melalui titik asal dan titik (8, 0).

4. Tentukan persamaan keluarga lingkaran yang melalui titik (2, 3) dan titik (–​4, 5).

5. Tunjukkan bahwa persamaan lingkaran yang berpusat di (h, k) yang menyinggung lingkaran satuan x2 + y2 = 1 adalah x2 – 2hx + y2 – 2ky + 1 = 0. 
6. Tentukan persamaan lingkaran yang melalui perpotongan lingkaran

x2 + y2 + 10x + 12y + 45 = 0,

x2 + y2 + 6x – 2y – 15 = 0,

dan melalui titik asal.

7. Tentukan persamaan lingkaran yang melalui perpotongan lingkaran

x2 + y2 + 6x + 4y – 12 = 0,

x2 + y2 – 2x – 12y + 12 = 0,

dan melalui pusat lingkaran pertama.

8. Tentukan persamaan lingkaran yang melalui perpotongan lingkaran

x2 + y2 – 6x + 2y = 0,

x2 + y2 + 6x – 4y – 12 = 0,

dan melalui titik (5, 3).

9. Tentukan persamaan lingkaran yang melalui perpotongan lingkaran

x2 + y2 – x + 7y – 3 = 0,

x2 + y2 – 5x – y + 1 = 0,

dan berpusat di :

(a) sumbu-x
(b) sumbu-y
(c) garis x – y = 0
(d) garis x + y = 0

10. Diberikan lingkaran x2 + y2 + 4x – 8y – 30 = 0. Nyatakan apakah titik-titik berikut di dalam, di luar atau pada lingkaran:

(a) (4, 7), 
(b) (–8, 8),
(c) (–9, 3),
(d) (–2, –3),

(e) (–6, –2),
(f) (5, 5),
(g) (–6, 0),
(h) (3, 9),

(i) (–8, 1),
(j) (–5, –2)
(k) (–7, –1),
(l) (5, 2).

11. (a). Tentukan panjang garis singgung lingkaran x2 + y2 – 4x + 6y – 12 = 0 dari titik (–3, 7).

(b)
Tentukan dua titik singgung pada (a).

12. Tentukan persamaan garis kuasa lingkaran L1 ( x2 + y2 – 2x – 4y – 4 = 0 dan lingkaran L2 ( x2 + y2 + 6x + 10y – 15 = 0. Buktikan bahwa garis kuasa itu tegak lurus dengan garis hubung pusat-pusat lingkaran basis. Buktikan pula bahwa semua pusat singkaran anggota berkas adalah terletak pada satu garis lurus, yaitu garis hubung kedua pusat lingkaran dasar.

13.
P adalah salah satu titik yang terletak pada garis kuasa lingkaran L1 dan L2. Dari P dibuat garis singgung pada anggota-anggota berkas lingkaran yang lingkaran dasarnya L1 dan L2. Jika Qi adalah titik-titik singgungnya, maka buktikan bahwa panjang PQi selalu sama untuk semua i.

4.7. Garis Singgung Lingkaran.

Satu hal yang tak perlu kita jelaskan lagi bahwa berdasarkan teori pada geometri Eucide, garis singgung pada lingkaran selalu tegak lurus pada garis yang menghubungkan titik singgung itu dengan pusat lingkaran. Dengan beberapa sifat dasar yang ada pada teori geometri Euclide dapat diturunkan persamaan garis singgung suatu lingkaran pada beberapa karakter.

4.7.1. Persamaan Garis Singgung yang melalui Titik pada Lingkaran

Misalkan kita ingin mencari persamaan garis singgung lingkaran (x – h)2 + (y – k)2 = r2 di titik P(x1, y1) yang terletak pada lingkaran. Kita tentukan sembarang titik Q(x, y) yang terletak pada garis singgung itu (lihat gambar 4.6). 

Karena P(x1, y1) berada pada lingkaran maka memenuhi persamaan lingkaran yaitu (x1 – h)2 + (y1 – k)2 = r2.

Gambar 4.6:

Lingkaran itu berpusat di R(h, k). PQR merupakan segitiga siku-siku, sehingga dengan teorema Pythagoras diperoleh hubungan


QR2 
= PQ2 + PR2
(
(x – h)2 + (y – k)2 
= (x – x1)2 + (y – y1)2 + r2

(
x2 – 2xh + h2 + y2 – 2yk + k2 
= x2 – 2xx1 + x12 + y2 – 2yy1 + y12 + r2   

(
– 2xh – 2yk + h2 + k2 
= – 2xx1 + x12 – 2yy1 + y12 + r2.

(
2xx1 – 2xh + h2 + 2yy1 – 2yk + k2
= x12 + y12 + r2.

Jika masing-masing ruas ditambahkan dengan faktor 

h2 + k2 – 2x1h – 2y1k
maka diperoleh persamaan

2xx1 – 2xh – 2x1h + 2h2 + 2yy1 – 2yk – 2y1k + 2k2 


= r2 + x12 – 2x1h + h2 + y12 – 2y1k + k2
(
xx1 – xh – x1h + h2 + yy1 – yk – y1k + k2
= ½{r2 + (x1 – h)2 + y1 – k)2}

(
(x – h)(x1 – h) + (y – k)(y1 – k)
= ½{r2 + r2} 

Jadi diperoleh persamaan garis singgung lingkaran (x – h)2 + (y – k)2 = r2 di titik P(x1, y1) yang terletak pada lingkaran adalah 


(x – h)(x1 – h) + (y – k)(y1 – k) = r2
(1)

Sedangkan jika persamaan lingkaran berbentuk umum x2 + y2 + ax + by + c = 0 di titik P(x1, y1) yang terletak pada lingkaran adalah 


xx1 + yy1 + ½a(x + x1) + ½b(y + y1) + c = 0
(2)

Contoh 1:

Tentukan persamaan garis singgung lingkaran (x – 4)2 + y2 = 25 di titik P(1, –4).

Jawab:

Tampak bahwa persamaan di atas merupakan persamaan lingkaran dalam bentuk baku, berpusat di (4, 0) dan berjari-jari 5. Sehingga persamaan garis singgung di titik (1, –4) adalah


(x – h)(x1 – h) + (y – k)(y1 – k)
= r2

(x – 4)(1 – 4) + (y – 0)(– 4 – 0)
= 25


3x + 4y + 13
= 0

Contoh 2:

Tentukan persamaan garis singgung lingkaran x2 + y2 – 2x + y = 5 di titik (3, 1).

Jawab:

Dengan persamaan (2) diperoleh persamaan garis singgung yang ditanyakan yaitu


xx1 + yy1 + ½a(x + x1) + ½b(y + y1) + c
= 0


x(3 + y(1 + ½((–2)(x + 3) + ½(1(y +1) – 5
= 0

(
2x + 1½ y – 7½
= 0 

( 
4x + 3y – 15
= 0

4.7.2. Persamaan Garis Singgung yang melalui Titik di luar Lingkaran

Misalkan diberikan lingkaran L ( (x – h)2 + (y – k)2 = r2 dan titik P(x1, y1) yang berada di luar lingkaran L. Akan dicari persamaan garis singgung g yang melalui P. (Perhatikan gambar 4.7)


Gambar 4.7:

Karena garis g melalui P(x1, y1) maka g merupakan anggota keluarga garis yang berbentuk


g ( y – y1 = m(x – x1)
(3)

(
mx – y – (mx1 – y1) = 0
(4)

Karena g meyinggung lingkaran L, maka jarak titik pusat lingkaran ke garis g adalah sama dengan r, sehingga:


d(P, g) 
= r
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= ± r
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( 
[(x1 – h)2 – r2]m2 – 2(x1 – h)(y1 – k)m + (y1 – k)2 – r2 
= 0

Penyelesaian untuk m dari persamaan kuadrat di atas adalah


m
= 
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dengan KP adalah kuasa titik P terhadap lingkaran L.

Jika persamaan (5) disubstitusikan ke persamaan (3) akan diperoleh persamaan garis singgung yang dicari yaitu:


y – y1 = 
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Contoh:

Tentukan persamaan garis singgung lingkaran x2 + y2 – 2x + 6y – 6 = 0 yang melalui titik P(–4, –3).

Jawab:

Bentuk baku dari persamaan lingkaran di atas adalah (x – 1)2 + (y + 3)2 = 16, sehingga lingkaran berpusat di titik (h, k) = (1, –3) dan berjari-jari r = 4. 

Kuasa titik P terhadap lingkaran adalah

KP = (–4 – 1)2 + (–3 + 3)2 – 16 = 25 + 0 – 16 = 9

Dengan menggunakan persamaan (6) maka persamaan garis singgung yang dicari adalah

y – (–3) = 
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(0 ± 12)(x + 2)

4x – 3y + 7 = 0 dan 4x + 3y + 25 = 0

4.7.3. Persamaan Garis Singgung pada Lingkaran dengan Kemiringan Tertentu

Sekarang akan dibicarakan garis singgung suatu lingkaran yang mempunyai kemiringan tertentu. Misalkan akan dicari persamaan garis singgung lingkaran (x – h)2 + (y – k)2 = r2 dan mempunyai kemiringan m (lihat gambar 4.8).









R(h, k)



Gambar 4.8:

Karena kemiringan garis singgung l sudah diketahui maka l merupakan anggota keluarga garis yang mempunyai persamaan:


y = mx + c,
(7)

dengan c parameter yang belum diketahui.

Karena garis singgung pada lingkaran selalu tegak lurus pada garis yang menghubungkan titik singgung itu dengan pusat lingkarannya, maka jarak titik pusat ke garis singgungnya sama dengan jari-jari. Dengan rumus jarak titik (h, k) ke garis mx – y + c = 0, diperoleh :


r 
= d[(h, k), l]


r
= 
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sehingga diperoleh konstanta c 


c = k – mh ( r
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Selanjutnya dengan mengganti konstanta c pada persamaan (4) ke persamaan (3) diperoleh persamaan garis singgung yang dicari yaitu :


y
= mx + k – mh ( r
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y – k = m(x – h) ( r
[image: image22.wmf]1

2

+

m


(9)

Contoh 8:
Tentukan persamaan garis singgung lingkaran x2 + y2 – 2x + y – 5 = 0 yang sejajar dengan garis 4x + 3y = 15.

Jawab:

Pertama kita cari terlebih dahulu pusat dan jari-jari lingkaran yang diberikan. Persamaan x2 + y2 – 2x + y – 5 = 0 merupakan lingkaran dengan pusat  (1, –½)

dan berjari-jari 


r
= 
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Sedangkan garis singgung yang dicari sejajar (berkemiringan sama) dengan garis 4x + 3y = 15, sehingga ml = –4/3.

Dengan menerapkan rumus (5) diperoleh persamaan garis singgung yang dicari yaitu


y – k
= m(x – h) ( r
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y – (–½)
= –4/3 (x – 1) ( 5/2
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Jadi persamaan garis singgung yang dicari adalah

4x + 3y + 23 = 0 dan 4x + 3y – 27 = 0

Latihan 4 D

Dalam soal 1 – 13 tentukan persamaan garis singgung lingkaran pada titik yang diberikan

1. x2 + y2 = 25,
di (–3, 4)

2. x2 + y2 – 2x – 4y + 1 = 0,
m = 2


3. x2 + y2 – 4x + 10y + 20 = 0,
di titik potong dengan sumbu-x
4. x2 + y2 + 2x – 6y + 10 = 0,
di titik potong dengan sumbu-y
5. x2 + y2 – 4y = 0,
di (3, 1)

6. 4x2 + 4y2 – 4x – 12y + 1 = 0,
di (4, 5)

7. 9x2 + 9y2 – 6x + 12y – 4 = 0,
m = ¼

8. 2x2 + 2y2 – 2x + 6y + 5 = 0,
sejajar  dengan sumbu-x
9. 9x2 + 9y2 + 12x + 24y – 16 = 0,
sejajar dengan sumbu-x
10. 9x2 + 9y2 – 6x – 18y + 11 = 0,
sejajar garis 3x + 4y = 12

11. 36x2 + 36y2 – 36x – 24y – 59 = 0,
m = –1

12. 16x2 + 16y2 – 16x – 8y + 21 = 0,
m = ½ 
13. 8x2 + 8y2 + 12x – 8y – 27 = 0,
Tegak lurus garis 2x – 5y = 10

14. Garis singgung lingkaran x2 + y2 = r2 di titik A(x1, y1) memotong sumbu-x di T. Titik potong lingkaran dengan sumbu-y di titik P(0, r) dan Q(0, –r). PA memotong sumbu-x di R dan QA memotong sumbu-x di S. Tentukan koordinat titik R, S, dan T, kemudian tunjukkan bahwa T adalah titik tengah SR.

15. Titik P(x1, y1) terletak di luar lingkaran L ( x2 + y2 = r2, sedangkan Q dan R masing-masing adalah titik singgung garis yang melalui P. Buktikan bahwa garis yang melalui Q dan R mempunyai persamaan x1x + y1y = r2. Garis ini disebut garis polar dari titik P.
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