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Tempat Kedudukan dan Persamaan
2.1. Tempat Kedudukan

Tempat kedudukan (locus) adalah himpunan titik-titik yang memenuhi suatu syarat tertentu yang diberikan. Atau bisa juga diartikan sebagai lintasan dari sebuah titik yang bergerak yang dibatasi oleh satu atau beberapa syarat. Dalam geometri bidang tempat kedudukan biasanya berupa sebuah kurva, meskipun kadang-kadang merupakan susunan lebih dari satu kurva dan kadang-kadang memuat satu atau beberapa titik terisolasi. Jadi, misalnya tempat kedudukan dari titik-titik yang berjarak 5 satuan dari titik asal adalah lingkaran dengan pusat di titik asal dan dengan radius 5.

Syarat yang ditentukan pada titik dalam tempat kedudukan bisa dinyatakan secara analitik dengan sebuah persamaan yang mana koordinat-koordinat titik tersebut harus memenuhi persamaan. Persamaan ini disebut persamaan tempat kedudukan, sebaliknya tempat kedudukannya disebut tempat kedudukan dari persamaan. Secara umum prinsip dasar geometri analitik adalah :

Jika koordinat suatu titik memenuhi sebuah persamaan, maka titik tersebut berada pada tempat kedudukan persamaan.

Jika sebuah titik berada pada tempat kedudukan dari sebuah persamaan, maka koordinat titik tersebut akan memenuhi persamaan.

2.2. Grafik Persamaan

Kurva atau tempat kedudukan suatu persamaan disebut grafik dari persamaan. Grafik dari suatu persamaan dalam dua variabel x dan y secara sederhana adalah himpunan semua titik (x, y) pada bidang yang memenuhi persamaan yang diberikan. Menggambar grafik suatu persamaan adalah salah satu masalah pokok dari geometri analitik. Salah satu cara sederhana yang bisa dilakukan dalam menggambar grafik suatu persamaan adalah membuat plot beberapa titik tertentu kemudian dilakukan penghalusan gambar/grafik. 

Cara penggambaran grafik seperti di atas untuk beberapa kasus memang memudahkan, misalnya pada garis lurus. Tetapi untuk grafik dari persamaan yang lebih umum cara di atas sangat tidak memuaskan. Untuk memperoleh grafik yang ideal biasanya dipelajari karakteristik dari persamaan yang diberikan kemudian menentukan titik-titik tertentu yang merupakan karakteristik tertentu dari persamaan. Dalam hal ini aljabar menjadi sangat dominan dalam menentukan karakteristik suatu persamaan. Misalkan informasi tentang titik-titik di mana grafik berlaku ekstrim. Jadi yang perlu di pelajari hanyalah titik-titik yang merupakan titik ekstrim saja untuk kemudian dapat dibuat sketsa grafiknya. 

2.3. Perpotongan Antar Kurva

Jika tempat kedudukan dua persamaan berpotongan, maka koordinat masing-masing titik potongnya harus memenuhi kedua persamaan tersebut. Oleh karena itu dalam menemukan titik-titik potong kedua kurva dikenal sebagai persamaan simultan dan menyelesaikannya dengan metoda aljabar yang telah dikenal. Koordinat titik potong kurva tersebut akan berupa pasangan penyelesaian real. Penyelesaian imajiner meskipun valid secara aljabar, tetapi tidak dapat diterima dalam pengertian geometrik, karena koordinat semua titik adalah bilangan real.

Contoh :

Tentukan titik-titik potong dari tempat kedudukan dengan persamaan 

x2 + y2 = 25
(1), dan 
4x2 – 9y = 0
(2)

Jawab:

Untuk menyelesaikan persamaan simultan di atas, dapat dilakukan dengan beberapa metoda yang dikenal dalam aljabar seperti eleminasi atau substitusi variabel. Misalkan dilakukan dengan cara eleminasi maka kalikan 4 pada masing-masing ruas persamaan (1) dan kurangkan persamaan (2):             

4 ( (1)
4x2 + 4y2 
=
100

(2)
4x2 – 9y 
=
0

4 ( (1) – (2) 
4y2 + 9y 
=
100

Persamaan kuadrat yang terjadi, 4y2 + 9y – 100 = 0, dapat diselesaikan dengan pemfaktoran yaitu;


4y2 + 9y – 100 = 0

( 
(y – 4)(4y + 25) = 0

( 
y = 4 atau y = –
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Dengan substitusi y = 4 pada salah satu dari persamaan (1) atau (2) diperoleh x = ( 3. Sedangkan dengan substitusi y = –
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 diperoleh x = (
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i. Jadi penyelesaian dari persamaan simultan (1) dan (2) adalah 

(3, 4),
(–3, 4),
(
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i, –
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Dua jawaban pertama merupakan titik potong dari kurva yaitu (3, 4) dan (–3, 4), dan dua jawaban terakhir karena imajiner tidak tampak pada grafik. 

Latihan 2 A

Pada soal 1 – 14 tentukan titik potong dari pasangan persamaan tempat kedudukan yang diberikan:

1. y = x2, 
y = x.

2. y = x2 – 2,
y = x + 4.

3. y = x2 – 4x,
y = 16 – x2
4. x2 + y2 = 25,
x – 7y = –25.

5. 4y = x2,
4x = y2.

6. x + y2 = 5,
x2 + y2 = 25.

7. y = x2 – 2x,
y = 4 – x2.

8. y = ½x3 – 2x – 1,
y + 1 = 0.

9. y = x2,
 y = 4 – x2.

10. x2 + y2 = 36,
x2 + y = 6.

11. x2 + y2 = 9,
y = x2 + 3.

12. x2 + y2 = 4,
y = x2 – 2.

13. x3 = 3y,
y = 3x.

14. 2x = y2,
4y = x3.

15. Tentukan jarak antara titik-titik potong tempat kedudukan dengan persamaan

x2 + y2 = 25 dengan x2 – 6x + 7y – 19 = 0.

16.
Tentukan kemiringan segmen garis yang menghubungkan titik potong tempat kedudukan dengan persamaan : y = 4 – x2 dengan y = x2 + 4x + 4

2.4. Menemukan Persamaan Tempat Kedudukan

Masalah mendasar yang kedua dalam geometri analitik adalah menentukan persamaan tempat kedudukan titik-titik yang memenuhi suatu syarat yang diberikan. Prosedur umum untuk menyelesaikan masalah di atas adalah sebagai berikut:

· Buatlah gambar yang menunjukkan data dan asumsikan bahwa P(x, y) adalah sembarang titik pada tempat kedudukan.

· Tuliskan hubungan atau syarat yang diberikan.

· Nyatakan kondisi ini dalam bentuk koordinat x dan y pada titik P kemudian sederhanakan persamaan yang terjadi.

Contoh 1:

Tentukan persamaan tempat kedudukan titik-titik yang jaraknya terhadap titik (–4, 0) adalah sama dengan jarak titik tersebut dari sumbu-y.

Jawab:

Misalkan P(x, y) sembarang titik pada tempat kedudukan. Misalkan A menyatakan titik (–4, 0) dan B titik proyeksi tegak lurus titik P pada sumbu-y. Perhatikan gambar 2.1. berikut:

Gambar 2.1:

Maka syarat yang diberikan adalah


PA = PB
(1)

Dengan rumus jarak seperti pada teorema 1.1. maka,


PA = 
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Dengan definisi absis, maka jarak titik P dari sumbu-y adalah x. Oleh karena itu panjang PB adalah 


B = |x|
(3)

Dengan menggunakan (1) , (2), dan (3) diperoleh
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(4)

Kemudian kuadratkan kedua ruas dan dengan penyederhanaan secara aljabar akan diperoleh persamaan tempat kedudukan yang dicari yaitu


y2 + 8x + 16 = 0
(5)

Setiap titik yang memenuhi syarat yang diberikan, yaitu setiap titik pada tempat kedudukan, akan mempunyai koordinat yang memenuhi persamaan (5) di atas. Sebaliknya, dengan menelusuri ulang langkah-langkah pada penurunan persamaan, kita dapat membuktikan bahwa setiap titik yang koordinatnya memenuhi persamaan akan berada pada tempat kedudukan dengan syarat yang diberikan.

Latihan 2 B
Tentukan persamaan tempat kedudukan titik-titik dengan syarat-syarat yang diberikan berikut

1. 
Berjarak 5 dari titik (2, 3).

2. 
Berjarak sama dari titik A(7, 4) dan B(1, –2).

3. 
Berjarak sama dari titik (3, 6) dan dari sumbu-x.

4.
Jaraknya dari titik asal adalah dua kali dari jarak titik tersebut terhadap titik (2, 3).

5.
Jaraknya dari titik (6, 0) adalah dua kali dari jarak titik tersebut terhadap sumbu-y.
6. 
Jaraknya dari titik (6, 0) adalah setengah kali dari jarak titik tersebut terhadap sumbu-y.

7.
Jaraknya dari titik (6, 0) adalah setengah kali dari jarak titik tersebut terhadap titik (–6, 0).

8.
Jaraknya dari titik (6, 0) adalah dua satuan lebih panjang terhadap jaraknya dengan titik asal.

9.
Kuadrat jaraknya terhadap titik pusat adalah sama dengan jaraknya terhadap titik   (3, 4).

10.
Perkalian jarak titik dari titik (5, 0) dan (–5, 0) adalah sama dengan 25.

11.
Jumlah jarak titik dari titik (4, 0) dan (–4, 0) adalah sama dengan 10.

12.
Selisih jarak titik dari titik (5, 0) dan (–5, 0) adalah sama dengan 8. 
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